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RESUMEN: En algunas series de tiempo de enfermedades de declaración obligatoria cubanas se han descrito 
dinámicas complejas, difíciles de predecir a través de modelos lineales. En estudios anteriores, la Identificación 
No Lineal Autorregresiva por Núcleo ha permitido describir dinámicas no lineales, que incluyen atractores caóti-
cos, periódicos y bifurcaciones. La contrastación de estos resultados se hace necesaria para consolidar la exis-
tencia estos eventos. Es por ello que el propósito del siguiente trabajo cosiste en identificar la existencia de di-
námica no lineal en algunas series de enfermedades de declaración obligatoria en Cuba. Para la reconstrucción 
de los atractores y la dinámica del sistema se obtuvo la dimensión de incrustamiento a través del método False 
Nearest Neighbors. El tiempo de retado se identificó por medio de AMI (average mutual information). Los gráfi-
cos de recurrencia permitieron identificar patrones característicos de caos. Además, se calculan el Exponente 
de Hurst, el máximo exponente Lyapunov y la dimensión de correlación. Los resultados obtenidos muestran que 
es posible distinguir comportamientos caóticos. Además, están presentes algunas propiedades de los sistemas 
no lineales, como la auto-similitud a diferentes escalas en la en la serie de varicela.  

 

Palabras Clave: Dinámica No lineal, Series de tiempo, Teoría del Caos.  
 

AbstracT: Complex dynamics have been described in some time series of obligatory declaration diseases in Cu-
ba, hardly predictable through lineal models. Previously, a kernel nonparametric identification approach allowed 
the description of nonlinear dynamics, including chaotic and periodic attractors, as well as bifurcations. To con-
solidate these events existence, it is necessary to compare these results. Therefore, this work is aimed at the 
identification of the nonlinear dynamics existence in some series of Cuban obligatory declaration diseases. To 
reconstruct the system attractors and its dynamics, the embedding dimension through a False Nearest Neigh-
bors approach. The time delay was identified by using the average mutual information. The analysis of the recur-
rence graphics showed characteristic patterns of chaos. Furthermore, the Hurst exponent, the maximal Lyapun-
ov exponentand the correlation dimension were calculated. Our final results proved that chaotic behaviors can 
be distinguished. In addition, some nonlinear system properties are present, such as the self-similarity in the se-
ries of chickenpox. 
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1. INTRODUCCIÓN  

Uno de los intereses por el comportamiento caótico 
de series de tiempo en salud pública consiste en 
que potencialmente podrían ser construidos mode-
los deterministas cuyas realizaciones representen 
una gran variedad de comportamientos, incluido las 
dinámicas más erráticas(1–5). Algunas series de 
tiempo de Enfermedades de declaración obligatoria 
(EDO) cubanas han sido ampliamente estudiadas 
por métodos lineales y se han descritos además de 
sus componentes fundamentales (tendencia, esta-
cional, ciclo y aleatoriedad) dinámicas comple-
jas(6,7). En la mayoría de los casos el componente 
aleatorio cuya presencia en la serie tiene un grado 
variable, es el remanente de las extracción los 
componentes más regulares (8–12). Su presencia 
en el proceso de búsqueda del modelo de mejor 
ajuste es hasta cierto punto indeseable y muchas 
veces considerado como ruido. Sin embargo, la 
idea de que dinámicas complejas puedan ser expli-
cadas por un modelo determinista, incluyendo las 
dinámicas más aleatorias, resulta altamente atra-
yente en Salud Pública. En especial si se toma en 
cuenta que muchas de estas series presentan 
comportamientos complejos que pudieran ser expli-
cados por la teoría de caos y dinámica no lineal. 
Nuestro grupo a través de la identificación no lineal 
autor regresiva por núcleo (INLAR) ha descrito en 
estas mismas series de EDO durante el período 
comprendido entre la primera semana estadística 
de 1995 y la última de 2008 lo siguiente (1–
5,13,14): 

 

La presencia de al menos un segmento de no linea-
lidad y un predominio de dinámica no lineal en la 
varicela, infecciones respiratoria agudas y enferme-
dad diarreica aguda. 

 

Numerosas bifurcaciones del período con abundan-
tes ciclos de alza de casos cada 51 semanas. 

 

La mitad de los atractores en la serie de varicela 
con dinámica caótica. También fue detectado caos 
en la hepatitis viral, herpes zoster, leptospirosis, 
sífilis, blenorragia y escarlatina. 

 

Esto abre una línea de investigación en la que es 
necesario el contraste de los resultados con otros 
enfoques clásicos. 

El propósito del siguiente trabajo queda formalizado 
a través de la siguiente hipótesis: 

“Existe dinámica no lineal en series de EDO cuba-
nas” 

Los aportes de este estudio pueden ser de utilidad 
para caracterizar y predecir el comportamiento futu-
ro de enfermedades trasmisibles sugiriendo en qué 
caso es factible el empleo de métodos de dinámica 
lineal para la descripción y predicción. Además 
constituye un ejemplo de aplicación práctica de la 
teoría del caos y de los sistemas no lineales en el 
ámbito de la salud pública.  

Una vez planteado el problema de investigación del 
siguiente trabajo se proponen los siguientes objeti-
vos: 

Identificar el atractor y la dinámica del sistema 

Describir el tipo de dinámica  

Identificar propiedades fractales en las series 

 

2. CONTENIDO 

2.1 Materiales y Métodos 
  

Se realizó un estudio ecológico, descriptivo y longi-
tudinal retrospectivo de series cronológicas. Fueron 
tomadas por semanas estadísticas desde el año 
1995 hasta el 2007. Las series objeto de estudio se 
obtuvieron del registro de casos notificados por en-
fermedades transmisibles (números absolutos) dis-
ponible en la Dirección Nacional de Estadísticas y 
Registros Médicos (DNE) del MINSAP. Estas son 
expuestas a continuación: 

3 Varicela 
4 Hepatitis viral 
5 Herpes Zoster 
6 Meningoencefalitis bacteriana 
7 Blenorragia 
8 Condilomas 
9 Escarlatina 
10 Leptospirosis 
11 Tuberculosis 
12 Sífilis 
13 Meningoencefalitis viral 
14 Enfermedades diarreicas agudas 

 

Una vez convertida la serie en estacionaria se pro-
cede a la búsqueda de la dimensión de incrusta-
miento y el tiempo de retardo. Para ello se siguen 
los siguientes procedimientos: 

False Nearest Neighbors  

Este método es útil para identificar la dimensión de 
incrustamiento. Consiste en determinar cuándo los 
puntos en el espacio de fases reconstruido están 
infinitesimalmente próximos por haber utilizado una 
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dimensión muy pequeña. El aumento progresivo de 
la dimensión hasta que desaparezcan los falsos 
infinitésimos proporciona una medida de la dimen-
sión necesaria para la reconstrucción. El criterio de 
selección empleado para la obtener la dimensión de 
incrustamiento fue el de asumir los valores para los 
cuales el porcentaje de falsos vecinos sean meno-
res(8,15–19).  

Información Mutua Media  

La información mutua entre observaciones de una 
serie de tiempo hace referencia a la información 
que el conocimiento de, por ejemplo, Xi proporciona 
de Xi+T. El valor de I(T), donde T es el retardo, vie-
ne dado por (I): 

 

 
I(T) es una generalización, en dinámica no lineal, 
de la función de auto correlación en dinámica lineal. 
Cuando las medidas son totalmente independientes 
P(xi,xi+T) = P(xi)P(xi+T) e I(T) = 0 En dinámica no 
lineal se recomienda elegir el valor de T para el que 
I(T) tenga el primer mínimo(20). 

Exponente de Hurst 

El exponente de Hurst es una medida frecuente-
mente utilizada para evaluar la autosimilitud y la 
presencia o no, de dependencia de la serie a medi-
da que trascurre el tiempo.  

El exponente de Husrt H se define como (II): 

H = log(R/S)/log (T) (II) 

donde T es la duración de la muestra de datos y 
R/S corresponde al valor del tamaño del rango. De 
la expresión se obtiene la ecuación general de 
Hurst.  

Si H = 0.5, se señala un comportamiento aleatorio 
indicaría persistencia en la serie. Por el contrario si 
se encuentra entre 0 y 0, 5 indica no-persistencia.  

Máximo exponente Lyapunov 

El exponente de Lyapunov (λ) sirve para medir, en 
un sistema dinámico, la sensibilidad a las condicio-
nes iniciales. Ello se hace mediante una función 
exponencial, en la cual el exponente determina la 
tasa de divergencia de órbitas adyacentes que par-
ten de puntos próximos(21).  

Exponente de Lyapunov negativos sugieren que las 
orbitas se aproximan a un punto fijo. Un valor de 
cero para el caso de que estas mantengan una po-
sición relativa y valores positivos en atractores caó-
ticos (22–24).  

Dimensión de correlación 

La dimensión de correlación (Dc) de un sistema 
dinámico es una medida de su complejidad y permi-
te discriminar entre un sistema determinista y uno 
aleatorio. Así, si (Dc) es igual a uno indicará una 
serie con comportamiento de oscilaciones periódi-
cas; si (Dc) es igual a dos una con oscilaciones 
cuasi periódicas; y si (Dc) es mayor a dos una serie 
con comportamiento caótico. La baja dimensionali-
dad, si es encontrada, es indicativa de la existencia 
de un modelo simple que está generando y rigiendo 
el sistema objeto de estudio(25–27). 

Análisis de visual de recurrencia 

Los gráficos de recurrencias representan la dinámi-
ca recogida en la serie temporal en un espacio bi-
dimensional, cuyos ejes representan el número de 
registros de la serie, y en donde la presencia de 
regularidades en la dinámica quedan recogidas con 
regularidades que aparecen en el gráfico. Para el 
caso concreto de dinámicas caóticas aparecen al-
gunas líneas cortas paralelas a la diagonal princi-
pal, mientras que para el caso de dinámicas aleato-
rias el gráfico muestra una representación uniforme 
de puntos representativa de que no existe estructu-
ra alguna en los datos (20). 

En el gráfico resultante se pueden ver patrones ca-
racterísticos. Nótese la diferencia de la serie aleato-
ria a la derecha con la periódica y las dos de la iz-
quierda que fueron obtenidas a partir de ecuaciones 
que dan como resultado series caóticas (Gráfico 1).  

 

Gráfico 1. Análisis visual de recurrencia para series aleatoria, 
periódica y caóticas.  

2.2 Resultado y discusión  

El problema a la hora de decidir los parámetros de 
la reconstrucción es que, en la mayoría de las oca-
siones, se desconoce el sistema generador de las 
series y en consecuencia su dimensionalidad. A 
partir del procedimiento FNN se obtiene la dimen-
sión de incrustamiento global óptima para cada una 
de las series. Los tiempos de retardo son determi-
nados a través del método de información mutua 
(Tabla 1).  

Tabla1. Dimensión de incrustamiento y porcentaje de falsos 
vecinos según series de tiempo. Cuba 1990-2008. 
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Series Dimensión 
de 

Incrusta-
miento global 

óptima 

Por-
centaje de 

falsos 
vecinos 

Tie
mpo de 
retardo 

Varicela 2 40.86 2 

Escarlatina 2 34.41 3 

Leptospirosis 3 27.17 2 

Condilomas 4 37.65 2 

Herpes Zoster 4 31.87 3 

Tuberculosis 4 28.57 3 

Meningoence-
falitis Viral 

5 41.11 2 

Hepatitis viral 8 37.93 3 

Sífilis 8 35.63 3 

Enfermedad 
diarreica aguda 

9 38.37 3 

Meningoence-
falitis bacteriana 

9 29.07 2 

Blenorragia 10 28.24 2 

Una vez obtenida la dimensión de incrustamiento y 
el tiempo de retardo son construidos los gráficos de 
recurrencia. Llama la atención que el gráfico de la 
varicela guarda una analogía visual con los descri-
tos para los comportamientos caóticos (Gráfico 1). 
Esto se corresponde con lo obtenido a través de 

INLAR(1). El hallazgo refuerza la idea que existe 

una dinámica compleja que pudiera corresponder a 
caos. Nótese la diferencia entre el gráfico del ruido 
en la que es imposible distinguir patrón y el caso 
opuesto con máxima periodicidad en la función 
seno (Gráfico 2 y 3). 

 

 

Gráfico 2. Análisis visual de recurrencia en serie varicela,  

 

Gráfico 3. Análisis visual de recurrencia en serie series alea-

toria  

 

Gráfico 4. Análisis visual de recurrencia en serie periódica 
(función seno).  

Menos evidente fueron los patrones de caos encon-
trados en las series de sífilis y enfermedades dia-
rreicas agudas (Gráfico 5). La primera también des-
crita por INLAR mientras que en la segunda no se 
había detectado este tipo de dinámica. 

  

Gráfico 5. Análisis visual de recurrencia en serie de sífilis y 
enfermedades diarreicas agudas 

Es conocido que tanto la varicela como las enfer-
medades diarreicas agudas tienen un comporta-
miento estacional, generalmente relacionado con la 
época de verano y para el caso de la varicela pue-
de ser relacionado un alza en el número de casos 
con el inicio del curso escolar. Este fenómeno pu-
diera explicar alguna tendencia del atractor hacía 
una órbita regular. 

Exponente de Hurst 

El exponente de Hurst es una medida usada fre-
cuentemente para evaluar la autosimilitud a diferen-
tes escalas y detectar el grado de dependencia de 
la serie a medida que trascurre el tiempo(28,29). Se 
puede observar que H para el caso de la varicela, 
hepatitis viral, herpes zoster y meningoencefalitis 
bacteriana es 0.6, lo que sugiere persistencia en las 
series (0, 5<H<1). Por su parte en la blenorragia, 
condilomas, escarlatina, leptospirosis y tuberculosis 
se muestra un coeficiente de Hurst de 0,5 que su-
giere aleatoriedad. En relación a la sífilis, menin-
goencefalitis viral y enfermedades diarreicas aguda 
es posible destacar la anti-persistencia (Tabla 3).  

Tabla 3. Exponente de Hurst según series de 
tiempo. Cuba 1990-2007 

Series 
Coeficiente de 
Hurst (H) 
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Varicela 0,6 

Hepatitis viral 0,6 

Herpes Zoster 0,6 

Meningoencefalitis bacteriana 0,6 

Blenorragia 0,5 

Condilomas 0,5 

Escarlatina 0,5 

Leptospirosis 0,5 

Tuberculosis 0,5 

Sífilis 0,4 

Meningoencefalitis viral 0,3 

Enfermedades diarreicas 
aguda 

0,2 

 

No se han encontrado ciclos, ni comportamiento 
estacionales en la serie cubana de sífilis, esto pu-
diera explicar por qué no se observan comporta-
mientos regulares. Estos resultados concuerdo con 
los obtenidos por INLAR (1).  

 

Máximo exponente de Lyapunov (LLE)  
 
Los exponentes de Lyapunov (λ) son una medición 
cuantitativa acerca de cuan sensible puede ser una 
serie a las condiciones iniciales. Se definen como el 
rango promedio de la divergencia entre dos trayec-
torias vecinas en el espacio de fase. Esta medida 
ofrece una idea de cuan predecible puede ser la 
dinámica del sistema(22,30,31). Además pueden 
ser usados para discriminar entre una dinámica 
caótica determinista y una señal periódica. A conti-
nuación se muestra la estimación realizada a partir 
del tiempo de retardo y la dimensión de incrusta-
meinto calculada. Se observan máximos exponen-
tes Lyapunov con valores positivos en casi todas 
las series. Comportamiento que es más acentuado 
en la series de Blenorragia y varicela lo que puede 
estar relacionado con una alta sensibilidad a las 
condiciones iniciales, propiedad que usualmente 
está presente en los sistemas caóticos (Tabla 4). 
Este resultado también concuerda con los obteni-
dos por otros métodos. 

Tabla 4. Máximo exponente Lyapunov según 

serie de tiempo. Cuba 1995-2007 

Series 
Máximo exponente 

Lyapunov 

blenorragia 1.05±0.10 

varicela 0.92±0.10 

condilomas 0.48±0.10 

tuberculosis 0.37±0.05 

herpes Zoster 0.30±0.04 

escarlatina 0.29±0.05 

sífilis 0.12±0.02 

leptospirosis 0.12±0.06 

meningoencefalitis bac-
teriana 

0.08±0.02 

enfermedades diarreicas 
agudas 

0.05±0.02 

hepatitis viral 0.05±0.02 

meningoencefalitis viral 0.04±0.04 

 
Dimensión de correlación 

Así, si (Dc) es igual a uno indicará una serie con 
comportamiento de oscilaciones periódicas; si (Dc) 
es igual a dos una con oscilaciones cuasi periódi-
cas; y si (Dc) es mayor a dos una serie con compor-
tamiento caótico. 

En los gráficos de recurrencia se puede observar 
que la dimensión de correlación se satura alrededor 
de una misma dimensión de incrustamiento. Esto 
es evidencia de comportamiento caótico o periódi-
co. Este comportamiento solo está presente para el 
caso de la varicela (Gráfico 6). Se observa además 
que en la series de varicela existe evidencias que 
hacen pensar en una dimensión fractal.  
 

 

Gráfico 6. Dimensión de correlación en serie de varicela según 
dimensión de incrusta miento. Cuba. 1990-2008  

 

3. CONCLUSIONES 

Se puede distinguir que en algunas series crono-
lógicas cubanas de enfermedades trasmisibles 
como la de varicela, meningoencefalitis bacte-
riana, hepatitis, herpes zoster son detectados 
comportamientos caóticos a través de métodos 
de dinámica no análisis no lineal. Además se 
puede identificar algunas propiedades de los sis-
temas no lineales como auto similitud a diferen-
tes escalas en la en la serie de varicela.  
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